11 клас

8. (7 балів) Тангенси усіх кутів деякого трикутника є натуральними числами. Знайдіть ці натуральні числа.

Розв’язання. Позначимо кути трикутника через α, β, γ. Тоді 
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Згідно з умовою задачі усі три тангенса – натуральні числа, отже розв’яжемо у натуральних числах рівняння 
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Нехай 
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Є лише три пари натуральних чисел 
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, які задовольняють умову: (1;1), (1;2) та (1;3). Якщо їх послідовно підставити у рівність 
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, то відповідно матимемо:
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Перше з отриманих рівнянь не має розв’язків, а третє – дає значення с=3, що не задовольняє умову 
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З другого рівняння отримаємо с=3, тоді 
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Причому якщо 
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Отже, трикутник з кутами 
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 матиме тангенси кутів, що дорівнюють 1, 2, 3.

9. (7 балів) Знайдіть усі такі функції 
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, для яких виконується рівність 
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Розв’язання. Візьмемо довільне дійсне число а і покладемо х=а. Маємо:
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Покладемо х=1–а, тоді        
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З (1) та (2) знаходимо 
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Отже, якщо 
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Перевіркою переконуємося, що отримана функція задовольняє умову.

Відповідь. 
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10. (7  балів) Основою піраміди є паралелограм ABCD. Через сторону АВ і середину К бічного ребра проведено площину. Знайдіть відношення об’ємів частин піраміди, на які розбиває дана площина цю піраміду. 
Розв’язання. переріз ABKL – трапеція, 
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Позначимо 
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Довжини перпендикулярів, проведених з точок S, C, D на площину перерізу, рівні. Позначимо довжину перпендикуляра через р. 
Тоді:
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Оскільки довжини основ трапеції ABKL  відрізняються вдвічі, то 
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Звідси відношення об’ємів верхньої частини піраміди до об’єму нижньої частини дорівнює 
[image: image36.wmf]5

3

.

Відповідь. 
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