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Задача 10.1. Доведiть, що для довiльного дiйсного числа a виконується нерiвнiсть

a4 + 1 ≥ a3 + a.

Розв’язання. Перенесемо всi змiннi величини у лiву сторону нерiвностi i одержимо таку

рiвносильну нерiвнiсть:
a4 − a3 − a + 1 ≥ 0.

Зробивши рiвносильнi перетворення одержимо

a4 − a3 − a + 1 = (a− 1)(a3 − 1) = (a− 1)2(a2 + a + 1).

Залишилось використати, що (a− 1)2 ≥ 0 i a2 + a + 1 = (a + 1
2
)2 + 3

4
≥ 0.

Зауваження. Можна використати, що вирази a−1 i a3−1 є виразами одного знаку. Звiдси
випливає, що

a4 − a3 − a + 1 = (a− 1)(a3 − 1) ≥ 0.

Задача 10.2. Розв’яжiть рiвняння (3x2 − 2x)2 + 9x2 = 6x + 4.

Розв’язання. Перенесемо всi вирази у лiву сторону рiвняння i, зробивши простi
перетворення, одержимо таке рiвносильне рiвняння:

(3x2 − 2x)2 + 3(3x2 − 2x)− 4 = 0.

Зробивши замiну t = 3x2 − 2x i розв’язавши рiвняння t2 + 3t− 4 = 0, одержимо, що

t = −4 або t = 1.

Рiвняння 3x2−2x = −4 розв’язкiв не має. Тому всiма розв’язками вихiдного рiвняння будуть
розв’язки рiвняння 3x2 − 2x = 1.

Вiдповiдь: x ∈ {−1
3
, 1}

Задача 10.3. Обчислiть значення дробу

(3 + 6 + · · ·+ 99)2 − (7 + 14 + 21 + · · ·+ 147)2

(1 + 2 + 3 + · · ·+ 100) + 1000
.

Розв’язання. Застосовуючи до трьох виразiв, якi знаходяться в дужках, формулу суми
n членiв арифметичної прогресiї, одержимо

(3 + 6 + · · ·+ 99)2 − (7 + 14 + 21 + · · ·+ 147)2

(1 + 2 + 3 + · · ·+ 100) + 1000
=

(
(3+99)·33

2

)2

−
(

(7+147)·21
2

)2

(1+100)·100
2

+ 1000
=

=
(51 · 33)2 − (77 · 21)2

101 · 50 + 1000
=

32 · 112(512 − 492)

50(101 + 20)
=

32 · 112(51− 49)(51 + 49)

50 · 121
= 36.

Вiдповiдь: 36.

Задача 10.4. Точка D дiлить бiчну сторону BC рiвнобедреного трикутника ABC
з основою AB на вiдрiзки довжиною довжиною 2 см i 6 см. Знайдiть довжини сторiн
трикутника ABC, якщо AB = AD.

Розв’язання. Зрозумiло, що CA = CB = 8 см. Розглянемо спочатку випадок, коли CD =
6 см i DB = 2 см. Зауважимо, трикутники ABC i DBA подiбнi, як рiвнобедренi трикутники,
якi мають однаковi кути при основах (∠ABC = ∠DBA).
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Тому сторони даних трикутникiв пропорцiйнi. Зокрема,
CB : AB = AB : DB.

Отже, AB =
√

CB ·DB. Якщо CD = 6 см i DB = 2 см, то AB = 4 см. Якщо ж CD = 2 см i
DB = 6 см, то AB = 4

√
3 см.

Вiдповiдь: 8 см , 8 см, 4 см; або 8 см , 8 см, 4
√

3 см
Задача 10.5. За круглим столом сидять 2015 дорослих i 2015 дiтей. Доведiть, що у

одного з присутнiх за столом обидва сусiди - дiти.

Розв’язання. (I спосiб). Розфарбуємо 4030 стiльцiв за столом у червоний та синiй кольори
по 2015 стiльцiв так, щоб вони чергувались за столом: червоний, синiй, червоний, синiй, i т.д.
Зазначимо, що принаймнi 1008 дiтей сидять на стiльцях одного кольору. Справдi, якщо б на
стiльцях одного кольору сидiло б менше, нiж 1008 дiтей, то на стiльцях червоного i синього
кольору разом сидiло б не бiльше, нiж 1007+1007=2014 дiтей. А це суперечить умовi.

Для певностi вважатимемо, що за синiми стiльцями сидить принаймнi 1008 дiтей.
Залишимо за столом лише синi стiльцi розам з дiтьми i дорослими, якi на них сидять, а
червонi стiльцi заберемо. Нам залишилось довести, що в утвореному розмiщеннi за круглим
столом 2015 людей хоча би двоє дiтей сидять поруч.

Припустимо, що це не так. Тодi справа бiля кожної дитини сидить дорослий. Тому
дорослих, якi сидять справа вiд дiтей, не менше, нiж дiтей. Оскiльки дiтей не менше, нiж
1008, то i дорослих також не менше, нiж 1008. А разом їх не менше, нiж 2016, що приводить
до суперечностi.

(II спосiб). Деякий набiр дорослих назвемо групою, якщо вони сидять поруч за столом i
злiва та справа вiд них сидять дiти. Аналогiчно вводиться поняття група дiтей. Зрозумiло,
що за столом люди сидять групами, причому групи чергуються: група дорослих, група дiтей
i т.д. Поставивши у вiдповiднiсть кожнiй групi дорослих ту групу дiтей, яка сидить справа
вiд неї, ми одержимо взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж групами дорослих i дiтей. Отже,
кiлькiсть груп дорослих дорiвнює кiлькостi груп дiтей. Позначимо цю кiлькiсть через n.

Припустимо, що за столом немає жодної людини, у якої обоє сусiдiв – дiти. Тодi кожна
група дорослих складається не менше, нiж з двох людей, а кожна група дiтей – не бiльше,
нiж з двох людей. Тепер для загальної кiлькостi дорослих маємо

2015 ≥ 2n,

а для загальної кiлькостi дiтей –
2015 ≤ 2n.

Отже, 2015 = 2n, що дає суперечнiсть.


